
ТРУДЫ МФТИ. 2017. Том 9, № 4 А.С. Козелков, Д.Ю. Стрелец и др. 71

УДК 532.5

А.С. Козелков1,2, Д.Ю. Стрелец3, В. Р. Ефремов4, Ю. Г. Нечепуренко4,
В. В. Курулин1, Е. С. Тятюшкина1, А. В. Корнев3

1Российский федеральный ядерный центр – Всероссийский научно-исследовательский
институт экспериментальной физики

2Нижегородский государственный технический университет им. Р. Е. Алексеева
3Московский авиационный институт

4Конструкторское бюро приборостроения им. академика А. Г. Шипунова

Исследование свойств схем дискретизации уравнения
переноса объемной доли при расчете многофазных

течений методом VOF

В работе представлены результаты исследования свойств схем дискретизации урав-
нения переноса объемной доли при расчете многофазных течений методом VOF
(Volume of Fluid) на произвольных неструктурированных сетках. Представлено опи-
сание способов сохранения формы поверхности и проанализированы свойства наиболее
известных специальных схем дискретизации уравнения переноса объемной доли, а так-
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1. Введение

В настоящее время существует несколько методов моделирования многофазных тече-
ний со свободной поверхностью, которые отличаются способом ее расчета. Первый метод
основан на «лагранжевом» подходе, в котором свободная поверхность отслеживается либо
путем перемещения узлов сетки, либо частицами [1, 2]. Второй метод основан на «эйле-
ровом» подходе, в котором для отслеживания свободной поверхности вводятся специаль-
ные маркеры, в роли которых могут выступать либо частицы [3], либо пространственные
маркер-функции, подчиняющиеся уравнению конвективного переноса [4–6]. Наиболее при-
менимым на практике является второй метод с использованием в качестве маркер-функции
объемной доли жидкости (VOF – Volume-of-�uid) [6]. В данном методе система жидкость–
газ рассматривается как единая односкоростная среда с переменными физическими свой-
ствами. Метод легко обобщается на случай произвольных неструктурированных сеток и
произвольного количества фаз [7,8]. Применение этого метода требует решения уравнения
переноса объемных долей. Выбор корректной численной схемы для дискретизации дан-
ного уравнения напрямую влияет на итоговую форму свободной поверхности. Основное
требование, предъявляемое к используемой схеме – это сохранение «резкости» фронта раз-
дела между жидкостью и газом, а также сохранение формы свободной поверхности при
ее параллельном переносе и вращении. В настоящей работе проанализированы свойства
наиболее известных специальных схем дискретизации уравнения переноса объемной доли,
а также влияние числа Куранта на перенос фронта. В результате исследования опреде-
лено предельное значение числа Куранта для различных схем и типов расчетных сеток,
необходимое для сохранения формы скаляра после его переноса.

2. Основные уравнения и численные схемы

Будем предполагать, что в многофазной системе все фазы несжимаемы.
Односкоростная модель, в которой движение всех фаз системы имеет общую ско-
рость, а все параметры являются среднеобъемными характеристиками многофазной
смеси, опирается на систему уравнений Навье–Стокса, дополненную уравнением переноса
объемной доли [7, 8]:

⎧

⎪

⎪

⎪

⎪

⎨

⎪

⎪

⎪

⎪

⎩

∇ · u = 0,

∂ρu
∂t

+∇ · (ρuu) = −∇ρ+∇ · (τm + τt) + ρg + F,

∂
∂t
α(k)ρ(k) +∇ · α(k)ρ(k)u(k) = 0,

(1)

где u = (
∑n

k=1 α
(k)ρ(k)u(k))/ρ – вектор общей скорости многофазной смеси по совокупно-

сти фаз k ; n – количество фаз; ρ =
∑n

k=1 α
(k)ρ(k) – плотность многофазной смеси; τm и

τt – молекулярная и турбулентная составляющие тензора касательных напряжений мно-
гофазной смеси; F – силы поверхностного натяжения. Дискретизация системы (1) может
быть осуществлена любым известным способом [9–11]. Если при разработке численного
метода ориентироваться на решение задач на произвольных неструктурированных сетках
с ячейками произвольной формы, оптимальным выбором дискретизации является метод
конечных объемов. Численное решение первых двух уравнений системы (1) для моделиро-
вания течений с несжимаемыми фазами целесообразно осуществлять с помощью известного
алгоритма SIMPLE [9–11] в полностью неявной модификации, снимающей жесткие огра-
ничения на шаг по времени [8]. Для моделирования границ раздела фаз после решения
первых двух уравнений системы (1) решается уравнение переноса объемных долей (третье
уравнение системы (1)) для (n − 1) объемной доли фаз. Его дискретизация методом ко-
нечных объемов осуществляется по схеме, полностью аналогичной той, что используется
для уравнения сохранения импульса (второе уравнение системы (1)) в методе конечных
объемов. Дискретизация нестационарного слагаемого осуществляется по схемам Эйлера
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или Адамса–Бэшфорта [8]. Отличительной численной особенностью этого уравнения явля-
ется аппроксимация конвективного слагаемого, которая должна обеспечивать сохранение
минимально возможной толщины границы раздела сред, т.е. не допустить размытие кон-
тактной границы, и сохранение ограниченности значения объемной доли в интервале от 0
до 1. Для аппроксимации конвективного слагаемого уравнения переноса объемных долей
используют так называемые «сжимающие» схемы [7, 8]. Принцип построения сжимающих
схем следующий. Рассмотрим внутреннюю грань f, являющуюся смежной для ячеек P и N
(рис. 1).

Рис. 1. Схема дискретизации конвективного слагаемого (n – нормаль к грани)

Введем нормализованную переменную [7,12]:

ϕ* =
ϕ− ϕU

ϕN − ϕU
, (2)

где ϕU – значение в ячейке выше по потоку ячейки P.
Значения нормализованной переменной в ячейке P на грани f равны:

ϕ*

P =
ϕP − ϕU

ϕN − ϕU
, ϕ*

f =
ϕf − ϕU

ϕN − ϕU
. (3)

В случае неструктурированной сетки выражение для нормализованной переменной
можно представить в следующем виде [13]:

ϕ* = 1−
ϕN − ϕ

2( ∂ϕ
∂xi

)Pdi
, (4)

здесь di – расстояние между центрами ячеек.
Значение самой величины ϕ на грани f равно:

ϕf = (1− γf) · ϕP + γf · ϕN , (5)

где γf = (ϕ*

f
− ϕ*

P )/(1− ϕ*

P ).
Согласно критерию локальной ограниченности CBC [12] одномерное решение конвек-

тивного переноса будет ограниченным, если значение нормализованной переменной на гра-
ни ϕ*

f
подчиняется следующим условиям:
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Для явных схем критерий СВС является более жестким и имеет вид
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где CFL – число Куранта [10].

Одна из самых известных сжимающих схем, схема HRIC, работает в несколько этапов
[14]. На первом этапе нормализованное значение величины ϕ на грани f рассчитывается с
использованием схемы, соответствующей верхней границе критерия CBC при CFL = 0.5:
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N < 0 или ϕ*

N > 1,

2ϕ*

N при 0 ≤ ϕ*

N ≤ 0.5,

1 при 0.5 ≤ ϕ*

N ≤ 1.

(8)

На следующем этапе проводится корректировка схемы с учетом расположения межфаз-
ной границы – такой этап необходим для подавления искусственного искривления межфаз-
ной границы. Получим значение

(ϕ**

f )
′

= λf · ϕ
**

f + (1− λf) · ϕ
*

N , (9)

где λf =
√

| cos θf|. Угол θ определяется между вектором, соединяющим центры соседних
ячеек N и P, и вектором нормали к межфазной границе.

На последнем этапе производится учет числа Куранта. Схема корректируется для при-
ведения ее к критерию CBC:
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(10)

Данная схема в меньшей степени зависит от числа Куранта.

Схема HYPER-C обеспечивает ограниченность решения таким образом, чтобы схема
аппроксимации величины на грань между ячейками удовлетворяла верхней границе кри-
терия CBC:
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Схема M-CICSAM описана в работе [15]. Данная схема обладает лучшими качествами
схем HRIC и CICSAM, в формулировке которой не содержится числа Куранта. За основу
была взята схема HRIC, соответствующая верхней границе критерия CBC при CFL = 0.5:

(ϕ*

f )M−CICSAM = βf · ϕ
**

f + (1− βf) · (ϕ
*

f )FROMM , (12)

где βf = (| cos θf|)
1

4
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f )HY PER−C) при 0 ≤ ϕ*

N ≤ 1.
(13)

Таким образом, схема M-CICSAM обеспечивает ограниченность решения, удовлетворя-
ет критерию локальной ограниченности (критерию CBC).

В алгебраической форме система уравнений для определения характеристик k-й фазы
имеет вид

a
(k)
P α

(k)
P +

∑

N=NB(P )

a
(k)
N α

(k)
N = b

(k)
P . (14)
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Коэффициенты матрицы неявного решения уравнения (14) имеют вид [8]

a
(k)
N = min(0, u

(n−1)
f

Sf),

a
(k)
P = −

∑

N=NB(P )

a
(k)
N +

V

τ
,

b
(k)
P = −u

(n−1)
f

Sf(α
(k)
MC − α

(k)
UD) +

V

τ
α
(k),n−1
P ,

(15)

где α
(k)
MC и α

(k)
UD – значения объемной доли на грани, найденные по схеме MCICSAM и по

противопоточной схеме соответственно; α
(k),n−1
P – значение объемной доли на предыдущий

шаг по времени. Представленные слагаемые получены с помощью дискретизации методом
отложенной коррекции [7]. Для численного решения итоговая система уравнений долж-
на быть дополнена начальными и граничными условиями. На твердых стенках градиент
давления и объемных долей равен нулю: ∂p

∂n
= 0, ∂αk

∂n
= 0; значение скорости равно нулю:

u = 0, v = 0, w = 0. На входе задано фиксированное значение скорости и объемных до-
лей, градиент давления равен нулю: ∂p

∂n
= 0. На выходе фиксируется статическое давление;

градиенты скорости и объемных долей равны нулю: ∂u
∂n

= 0, ∂v
∂n

= 0, ∂w
∂n

= 0, ∂αk

∂n
= 0.

3. Технология расчета

Существует несколько способов сохранения резкости фронта:
1) применение «сжимающих» численных схем, описанных выше;
2) применение дополнительных слагаемых в уравнении переноса объемной доли, кото-

рые работают как антидиффузия в зоне фронта.
Первый способ имеет свои преимущества: он не изменяет исходного уравнения, а

значения объемной доли на грани вычисляются с помощью специальных схем (HRIC,
MCICSAM). Однако применение таких схем на практике приводит к существенному огра-
ничению шага по времени. Так, в [17] показано, что приемлемые результаты при исполь-
зовании схем HRIC и MCICSAM получаются при значении числа Куранта CFL < 0.75.
Такие оценки ограничения шага по времени получены на структурированной расчетной
сетке при заданной фиксированной скорости. Оценки делаются только на основании реше-
ния уравнения переноса, т.е. уравнения движения и неразрывности не решаются. Вероятно,
использование неструктурированной расчетной сетки потребует еще больших ограничений
шага по времени.

Второй способ известен из работ [17,18]. В этом способе для предотвращения увеличения
ширины фронта предложено использовать дополнительное слагаемое, которое приведет
третье уравнение системы (1) к виду (3) (номер фазы k опущен):

∂α

∂t
+∇ · (αu) +∇ · (α(1− α)v) = 0. (16)

Данное уравнение записано относительно объемной доли α каждой фазы системы.
Данное слагаемое отлично от нуля в переходной области, где объемная доля изменяется в
диапазоне 0 < α < 1. В этой области объемная доля переносится, помимо поля скорости u,
полем скорости v, которое должно вычисляться таким образом, чтобы объемная доля пе-
реносилась из области меньшего значения α в большее. Для этого предлагается вычислять
скорость v на грани f таким образом:

vf = C · |
F

Sf
| ·

∇α

|∇α|
, (17)

где F – объемный поток, С – коэффициент сжатия. Такой механизм позволяет значи-
тельно уменьшить ширину фронта, однако при больших значениях коэффициента сжатия
возможно появление численных осцилляций решения.
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Также существует и третий способ численной дискретизации уравнения переноса объ-
емной доли, в котором применяются оба представленных подхода одновременно: для дис-
кретизации оригинального уравнения используются сжимающие схемы, а для дополни-
тельного сжатия фронта используют модифицированное уравнение (3).

В данной работе исследуется вопрос об оптимальном варианте применения описанных
выше подходов для конечно-объемной реализации с применением полностью неявной дис-
кретизации на неструктурированной расчетной сетке. Эффективность каждого из подхо-
дов оценивается по максимальному шагу по времени, при котором подход дает приемлемый
результат на сетках различной структуры.

4. Численные эксперименты

Представленные ниже численные эксперименты проводились с использованием паке-
та программ ЛОГОС. Пакет программ ЛОГОС предназначен для решения сопряженных
трехмерных задач конвективного тепломассопереноса, аэродинамики и гидродинамики на
параллельных ЭВМ [19–21]. Пакет программ ЛОГОС успешно прошел верификацию и
показал достаточно хорошие результаты на серии различных гидродинамических задач,
включая расчеты турбулентных и нестационарных течений [22–24]. В настоящее время
пакет программ ЛОГОС уже успешно используется для решения фундаментальных задач
геофизики [25–27], а также для решения индустриальных задач [30,31]. Ускорение расчетов
с помощью высокопараллельных вычислительных систем осуществляется многосеточными
технологиями, детальное описание которых можно найти в [32,33].

4.1. Задача о переносе скаляра

Будем рассматривать классическую задачу о переносе скаляра постоянным полем ско-
рости [7]. Данная задача наиболее удобна для оценки свойств представленных подходов,
поскольку не связана с решением уравнений Навье–Стокса, а отдельно рассматривает ре-
шение уравнения переноса объемной доли для скаляра.

Задача состоит в следующем. В начальный момент поле скалярной величины огра-
ничено двумя квадратными рамками (рис. 2). Размер стороны внешней рамки – 0.8 м.,
внутренней – 0.4 м. В начальном положении центр рамки имеет координаты (0.8; 0.8) м.
Расчетная область представляет собой квадрат со стороной 4 м.

Рис. 2. Схематичная постановка задачи

Были построены три расчетные сетки. Первая из них – это равномерная сетка, которая
состоит из правильных шестигранников, общее количество элементов составляет 40 тыс.
ячеек (рис. 3а). Вторая сетка состоит из призм, общее количество элементов составляет
89 тыс. ячеек (рис. 3б). Третья сетка состоит из произвольных многогранников с общим
количеством элементов 33 тыс. ячеек (рис. 3в). Характерный размер ячейки для всех сеток
одинаков и составляет 0.02 м.
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а) б) в)

Рис. 3. Фрагмент расчетной сетки в области первоначального положения скалярной величины:
(a – структурированная шестигранная сетка, б – неструктурированная сетка из треугольников,
в – полиэдральная сетка)

Скалярная величина перемещается фиксированным полем скорости, направленной под
углом к линиям расчетной сетки, равной 8 м/с и 4 м/с по осям соответственно (рис. 2).
Скаляр переносится на расстояние, равное 2.5 м, что составляет около трех размеров рамки
и является достаточным, чтобы провести сравнительный анализ конечной формы скаля-
ра. При таком плоскопараллельном перемещении конечная форма скаляра, заключенная в
данные рамки, должна оставаться неизменной. Однако присущая всем численным схемам
диффузия будет вносить искажение в первоначальную форму. По величине этого искаже-
ния можно судить о погрешности рассматриваемых подходов для каждой из применяемых
схем.

Конечная форма скаляра зависит от выбранной дифференциальной схемы аппрокси-
мации конвективного уравнения переноса, а также от значения числа Куранта. Задача
первого этапа исследования заключается в определении влияния значения числа Куранта
и типа расчетной сетки на качество результатов: в конечном счете, будет определено пре-
дельное значение числа Куранта для различных сеток, необходимое для сохранения формы
скаляра после его переноса.

Для аппроксимации конвективного уравнения переноса берутся следующие схемы: стан-
дартная противопоточная схема – UD [9,22] – и схемы, относящиеся к классу «сжимающих»,
HRIC и MCICSAM. Аппроксимация нестационарного слагаемого осуществляется по неяв-
ной схеме Адамса–Бэшфорта. В таблице 1 приведены параметры численных экспериментов
– указан номер эксперимента, схема и шаг по времени, соответствующий определенному
числу Куранта.

Т а б л и ц а 1
Параметры численных экспериментов для структурированной сетки

Дифференциальная схема Δt, 10−3 c. Число Куранта, CFL

HRIC, MCICSAM 0.418 0.25

HRIC, MCICSAM 0.835 0.5

HRIC, MCICSAM 1.25 0.75

HRIC, MCICSAM 1.67 1

HRIC, MCICSAM 2.084 1.25

HRIC, MCICSAM 2.5 1.5

Результаты расчетов приведены на рис. 4. Видно, что с ростом числа Куранта качество
решения, получаемого с помощью всех схем, ухудшается: сильным изменениям подвер-
гается форма квадратной рамки, правый верхний и левый нижний углы вытягиваются
по направлению потока, а правый нижний угол становится более округлым. Также по-
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являются искажения решения в виде ненулевых объемных долей, выходящих за пределы
внешней квадратной рамки. Такие изменения наблюдаются для всех случаев при значени-
ях CFL ≥ 1. Это свидетельствует о неустойчивости численного решения для данных чисел
Куранта. При значениях CFL < 1 конечная форма скаляра несколько искажается: правые
верхний и нижний углы подвергаются искажению, верхний угол слегка вытягивается, а
нижний округляется. При значениях CFL = 0.25 и CFL = 0.5 конечная форма скаляра
остается практически неизменной.

Можно отметить, что схемы HRIC и MCICSAM практически одинаково искажают ко-
нечную форму после переноса скаляра при всех значениях числа Куранта, при этом схе-
ма MCICSAM сильнее размывает конечную форму скаляра. Рассмотрим значения чис-
ла Куранта, при которых конечная форма скаляра подверглась искажению (рис. 4).
Коэффициент сжатия будем варьировать в диапазоне 0.1 ≤ C ≤ 1 с шагом 0.1. Так как ис-
кажение конечной формы скаляра при увеличении числа Куранта происходит практически
одинаково для обеих схем HRIC и MCICSAM, будем представлять следующие результаты
только для первой из них.

CFL = 0.25,
HRIC

CFL = 0.75,
HRIC

CFL = 1.25,
HRIC

CFL = 0.25,
MCICSAM

CFL = 0.75,
MCICSAM

CFL = 1.25,
MCICSAM

Рис. 4. Конечная форма скаляра после переноса с использованием схем HRIC и MCICSAM

Видно, что искажение формы скаляра и присутствие ненулевой объемной доли вне
квадратной рамки растут с увеличением значения числа Куранта, поэтому рассматривать
значения числа Куранта выше 1.5 уже не имеет смысла, что в итоге может привести к
развалу решения. Предельным значениям на структурированной сетке для схем HRIC и
MCICSAM можно считать значение CFL = 0.75.

Однако появление численных неустойчивостей при значении CFL ≥ 1 можно предотвра-
тить путем применения коэффициента сжатия, т.е. третьего способа для решения уравне-
ния конвективного переноса. Использование такого подхода, возможно, позволит повысить
предельное значение числа Куранта. На рисунках ниже приведены результаты расчетов
(рис. 5).

C = 0.1,
CFL = 1

C = 0.5,
CFL = 1

C = 0.1,
CFL = 1.25

C = 0.5,
CFL = 1.25

C = 0.1,
CFL = 1.5

C = 0.5,
CFL = 1.5

Рис. 5. Конечная форма скаляра после переноса с использованием схемы HRIC при различных
CFL

Как видно из рис. 5, при С = 0.1 для CFL = 1,25 и CFL = 1,5 все еще присутствуют
ненулевые объемные доли, выходящие за пределы квадратной рамки. Однако с увеличени-
ем коэффициента сжатия, начиная со значения С = 0.5, данные неустойчивости исчезают,
и одновременно конечная форма скаляра начинает симметрично изменяться, вытягивая
левый верхний и правый нижний углы поперек направлению потока, а также округляя
противоположные углы. При значении С = 0.5 форма квадратной рамки вытягивается
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симметрично относительно диагонали квадрата и при этом достаточно сильно срезает про-
тивоположные углы. При CFL = 1.5 вплоть до С = 0.5 в решении присутствуют численные
осцилляции, которые в дальнейшем исчезают.

Таким образом, предельными значениями числа Куранта и коэффициента сжатия в
данной серии расчетов (показанной на рис. 5) является случай при CFL= 1.5 и С = 0.5. При
этих значениях еще возможно проведение численного эксперимента с удовлетворительным
качеством. Их повышение уже не гарантирует решения задачи.

Универсальность выбранного критерия проверим на неструктурированных сетках. Для
этого проведем серию численных экспериментов при значениях CFL = 1.5 и С = 0.5.
Расчеты на треугольной сетке проводятся с шагом по времени 0.00105 на полиэдральной
сетке с шагом 0.00133, которым на структурированной сетке соответствует значение числа
Куранта 1.5.

На рис. 6 представлены результаты расчетов. Видно, что возникающие осцилляции
решения при таком значении числа Куранта, скорее всего, приведут к развалу решения.
Выбранное предельное значение для числа Куранта и коэффициента сжатия на структу-
рированных сетках не подходит для неструктурированных сеток. Для определения общего
критерия для неструктурированных сеток понизим значения числа Куранта до 0.75 и про-
ведем серию расчетов, параметры для которых приведены в таблицах 2 и 3 соответственно.

Треугольная сетка Полиэдральная сетка

Рис. 6. Конечная форма скаляра после переноса на треугольной и полиэдральной сетках
при CFL = 1.5 и C = 0.5

Т а б л и ц а 2
Параметры численных экспериментов для треугольной сетки

Δt, 10−3 c Число Куранта, CFL

0.525 0.75

0.7 1

0.871 1.25

Т а б л и ц а 3
Параметры численных экспериментов для полиэдральной сетки

Δt, 10−3 c Число Куранта, CFL

0.664 0.75

0.89 1

1.33 1.25

На рис. 7 видно, что при CFL = 0.75 размытие границы скаляра на треугольной сетке
практически отсутствует. С увеличением числа Куранта, как и следовало ожидать, растут
ненулевые включения вне квадратной области скаляра, что, так же, как и в предыдущих
случаях, может привести к развалу решения при использовании дополнительного уточне-
ния решения, т.е. третьего подхода.
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CFL = 0.75 CFL = 1 CFL = 1.25

Рис. 7. Конечная форма скаляра после переноса на треугольной сетке для нескольких
значений CFL

На рис. 8 мы видим результаты расчетов на полиэдральной сетке. Отметим, что на дан-
ной сетке при любом значении Куранта мы получили приемлемые результаты. По резуль-
татам представленных расчетов можно сделать вывод, что применяя только сжимающую
схему без каких-либо дополнительных соотношений, предельным значением на неструк-
турированных сетках является значение числа Куранта 0.75. Однако, если рассматривать
только полиэдральную сетку, для нее предельным в данном исследовании является значе-
ние числа Куранта, равное 1.5.

CFL = 0.75 CFL = 1 CFL = 1.25

Рис. 8. Конечная форма скаляра после переноса на полиэдральной сетке для нескольких
значений CFL

Остается вопрос, можно ли повысить значение числа Куранта для треугольной сет-
ки, одновременно сохраняя конечную форму скаляра после переноса. Попробуем уточнить
решение, получаемое на треугольной сетке. Для этого проведем серию расчетов с использо-
ванием третьего подхода решения конвективного уравнения переноса на треугольной сетке
для значений числа Куранта 0.75, 1, 1.25, а коэффициент сжатия будем изменять в диапа-
зоне предельного значения для структурированных сеток до 0.4 с шагом 0.1.

На рис. 9 видно, что применение коэффициента сжатия привело к некоторому улучше-
нию конечного результата, и нам удалось повысить предельное значение числа Куранта с
0.75 до 1 с применением сжатия при С = 0.1. Но очевидно, что с увеличением коэффици-
ента сжатия конечная форма скаляра искажается все сильнее. Для CFL = 1.25 ни с одним
значением коэффициента сжатия улучшить результат не удалось. Таким образом, можно
сказать, что на треугольных сетках мы выдерживаем качественное решение при CFL = 1
и С = 0.1.

Так как мы определяем общий критерий для структурированных сеток, проведем ана-
логичные расчеты на полиэдральной сетке. Результаты приведены на рис. 10. Видно, что
с увеличением коэффициента сжатия происходит развал решения, и предельным, как и
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для треугольных сеток, является коэффициент сжатия С = 0.1. Однако при CFL = 1.25 и
С = 0.1 мы также получаем приемлемые результаты в отличие от треугольной сетки, где
не удалось убрать численные осцилляции путем применения дополнительного сжатия.

C = 0.1,
CFL = 0.75

C = 0.2,
CFL = 0.75

C = 0.1,
CFL = 1

C = 0.2,
CFL = 1

C = 0.1,
CFL = 1.25

C = 0.2,
CFL = 1.25

Рис. 9. Конечная форма скаляра на треугольной сетке при различных CFL

C = 0.1,
CFL = 0.75

C = 0.2,
CFL = 0.75

C = 0.1,
CFL = 1

C = 0.2,
CFL = 1

C = 0.1,
CFL = 1.25

C = 0.2,
CFL = 1.25

Рис. 10. Конечная форма скаляра на полиэдральной сетке при CFL = 0.75

По результатам исследования можно сказать, что для неструктури-
рованных сеток общим предельным значением числа Куранта является
CFL = 0.75 (рис. 10). При использовании дополнительного сжатия на величину С = 0.1,
т.е. третьего подхода для решения конвективного уравнения переноса, удалось повысить
значение числа Куранта до 1 (рис. 11, 12). Предельным значением для структурированных
сеток является значение CFL = 0.75 (рис. 13).

Треугольная
сетка, HRIC

Полиэдральная
сетка, HRIC

Треугольная
сетка, MCICSAM

Полиэдральная
сетка, MCICSAM

Рис. 11. Конечная форма скаляра после переноса на неструктурированных сетках с использованием
первого подхода для решения конвективного уравнения переноса

Однако так же, как и для неструктурированных сеток, применяя дополнительное сжа-
тие на величину С = 0.4, удалось убрать присутствующие в решении неустойчивости и
повысить предельное значение числа Куранта до 1.5.

Описанные выше результаты были получены с использованием сжимающих схем.
Проведем расчеты на структурированной сетке с использованием стандартной схемы UD
(рис. 14). Для улучшения результатов применим сжатие.

Видно, что стандартные схемы вообще являются неприемлемыми для такого типа задач.
Однако использование дополнительного сжатия (второй подход) при моделировании может
уточнить форму переносимой величины.
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Треугольная
сетка, HRIC

Полиэдральная
сетка, HRIC

Треугольная
сетка, MCICSAM

Полиэдральная
сетка, MCICSAM

Рис. 12. Конечная форма скаляра после переноса на неструктурированных сетках с использованием
третьего подхода для решения конвективного уравнения переноса

Первый подход,
HRIC

Первый подход,
MCICSAM

Третий подход,
HRIC

Третий подход,
MCICSAM

Рис. 13. Конечная форма скаляра после переноса на структурированных сетках для решения кон-
вективного уравнения переноса

С = 0 С = 0.1 С = 0.5 С = 1

Рис. 14. Конечная форма скаляра после с применением схемы UD при числе Куранта CFL = 1

5. Практическое применение

Многофазные течения достаточно часто встречаются в различных индустриальных и
научных приложениях [7,8,25–29]. Такие течения встречаются практически везде, где име-
ется жидкость, и играют огромную роль в природе и технике: поверхностные волны, капли,
струи, пузыри, пленки и т.д. Экспериментальное исследование подобного рода задач зача-
стую сопряжено со значительными трудностями и затратами, поэтому разработка эффек-
тивных численных методов и алгоритмов, способных достоверно описывать такие течения
является актуальной задачей. Среди многофазных течений особую сложность представ-
ляют течения со свободной поверхностью, частным случаем которых являются течения
несмешивающихся жидкостей. Основной проблемой при моделировании таких течений яв-
ляется отслеживание поверхности раздела на фиксированной расчетной сетке.

Проведенное исследование позволяет эффективно использовать, описываемые схемы и
подходы для решения практических задач. На рис. 15 представлены результаты численно-
го моделирования задачи об обрушении плотины [34]. Расчет, в отличие от [7], выполнен на
произвольной неструктурированной сетке, и из результатов видно, что оптимальный под-
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бор параметров, основанный на проведенном исследовании позволяет весьма точно описать
эксперимент как качественно, так и количественно (рис. 16, 17).

а) б)

Рис. 15. Обрушение плотины: а) результаты численного моделирования; б) экспериментальные
данные [7]

Рис. 16. Зависимость высоты столба жидкости на левой стенке резервуара от времени

Сплошной черной линией изображена граница раздела фаз – вода и воздух, серым цве-
том выделена жидкая фаза, черными штрихами показаны векторы скорости. Результаты
построены для различных моментов времени, T – теоретический период колебаний по за-
кону косинуса, который в нашем случае составляет 0.3739 с [7, 34]. В начальный момент
времени граница раздела фаз имеет форму косинуса. Затем ее отпускают и она начинает
колебаться под действием силы тяжести и инерции жидкости. В момент времени t = 1/4 ·T
граница раздела фаз принимает вид горизонатальной линии, а затем в t = 1/2 · T – сно-
ва косинусоиды. Процесс повторяется во времени. На рис. 19 показано колебание уровня
жидкости вдоль левой стенки резервуара с течением времени. Погрешность по времени
вычисляется следующим образом:

ts–tt
tt

· 100%,
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где ts – период колебаний, полученный по результатам численного моделирования, tt –
теоретический период T [34].

Рис. 17. Зависимость положения передней кромки жидкости от времени

Рис. 18. Задача о колебании жидкости под действием силы тяжести (1- схема экспериментальной
установки, 2 – поверхность воды на период t = 1/4 · T , 3 – поверхность воды на период t = 1/2 · T )

Рис. 19. Колебания уровня жидкости вдоль левой стенки резервуара под действием силы тяжести

Наиболее неустойчивыми с точки зрения моделирования являются задачи на равнове-
сие. Ниже представлены результаты моделирования задачи о колебаниях воды в резервуаре
под действием силы тяжести (подробное описание задачи дано в [34]).

Видно, что численные результаты дают хорошее качественное и количественное согла-
сование с теорией и численным решением, приведенным в работе [7].
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