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Рассматривается проблема построения численного алгоритма, обеспечивающего коррект-
ный учет силы гравитации при наличии разрывов в плотности среды в случае использования
неструктурированных расчетных сеток с коллокированным размещением неизвестных вели-
чин и алгоритмов расщепления, основанных на методах типа SIMPLE. Для получения кор-
ректного поля гидростатического давления предложено явное выделение вклада силы грави-
тации в уравнении для давления и его вычисления с использованием решения задачи о гра-
витационном равновесии двухфазной среды. Для обеспечения равновесия силы гравитации
и градиента давления в случае покоя среды предложен алгоритм, основанный на замене гра-
диента давления в уравнении движения модификацией, содержащей учет действия гравита-
ционной силы. На примере решения известных задач со свободной поверхностью показано,
что предложенные алгоритмы, в отличие от существующих, позволяют обеспечить предска-
зание корректного поля гидростатического давления, отсутствие осцилляции в поле скоро-
сти и искажения свободной поверхности при использовании неструктурированной расчет-
ной сетки. Библ. 31. Фиг. 11.

Ключевые слова: свободная поверхность, гравитация, метод VOF, метод конечных объемов,
численная схема.

DOI: 10.7868/S0044466917100088

ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время существует несколько методов моделирования многофазных течений со
свободной поверхностью, которые отличаются способом ее расчета. Первый метод основан на
“лагранжевом” подходе, в котором свободная поверхность отслеживается либо путем перемеще-
ния узлов сетки, либо частицами (см. [1], [2]). Второй метод основан на “эйлеровом” подходе, в
котором для отслеживания свободной поверхности вводятся специальные маркеры, в роли ко-
торых могут выступать либо частицы (см. [3]), либо пространственные маркер-функции, подчи-
няющиеся уравнению конвективного переноса (см. [4]–[6]). Наиболее применимым на практи-
ке является второй метод с использованием в качестве маркер-функции объемной доли жидко-
сти (VOF – Volume-of-fluid, см. [6]). B данном методе система жидкость–газ рассматривается
как единая односкоростная среда с переменными физическими свойствами. Метод легко обобщает-
ся на случай произвольных неструктурированных сеток и произвольного количества фаз (см. [7]).

1)Представленные результаты получены в рамках выполнения гос. задания в сфере научной деятельности (Задание
№ 5.4568.2017/6.7 и Задание № 5.5176.2017/8.9, а также при финансовой поддержке Президента РФ для государственной
поддержки ведущих научных школ РФ НШ-6637.2016.5 и РФФИ (коды проектов 15-45-02061, 16-31-00080 и 16-01-00267).

УДК 519.634



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 57  № 10  2017

МЕТОД УЧЕТА СИЛ ГРАВИТАЦИИ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ТЕЧЕНИЙ 1749

Определяющей характеристикой для течений со свободной поверхностью является сила гра-
витации. Сила гравитации испытывает разрыв в области свободной поверхности вследствие рез-
кого изменения плотности среды, что приводит к разрыву величины градиента давления, кото-
рый в случае покоя среды полностью уравновешивает действие гравитационных сил (см. [8]).
Построение численного алгоритма, обеспечивающего корректный учет силы гравитации и рас-
чета значений градиента давления, является нетривиальной задачей. Особенно это касается рас-
четных сеток с коллокированным расположением неизвестных величин, которое в основном ис-
пользуется на практике, однако приводит к слабой связи поля скорости и давления (см. [9]–[11]).
Использование коллокированного расположения неизвестных величин подразумевает опреде-
ление давления и скорости в одном и том же месте (как правило в центре ячейки), что приводит
к возникновению четно-нечетных осцилляций, избавиться от которых можно путем использо-
вания метода типа Рхи–Чоу (см. [12]).

Вопросу построения численного алгоритма, обеспечивающего отсутствие численных осцил-
ляций в случае наличия неоднородного поля силы тяжести вследствие неоднородного поля
плотности, посвящен целый ряд paбот (см., например, [13]–[15]). B [13] рассматривается вопрос
учета объемной силы в уравнении сохранения импульса, в качестве которой может выступать и
сила гравитации. С целью исключения осцилляции в поле скорости и давления предлагается ис-
пользовать поправку типа Рхи–Чоу (см. [2]), что решает проблему. Однако в статье не рассмат-
риваются задачи с сильным разрывом в поле объемной силы, в случае наличия которых возни-
кает вопрос корректного расчета градиента давления, значение которого должно полностью
уравновешивать объемную силу в случае, когда среда находится в покоящемся состоянии.

Теоретическое рассмотрение проблемы учета силы гравитации представлено в [14]. Вкупе с
идеями, заимствованными из [13], предлагается выражение для интерполяции объемной силы и
давления на внутренние грани расчетной сетки, которое обеспечивает условие равновесия. Од-
нако в рассмотренных задачах продемонстрировано лишь отсутствие осцилляции в поле скоро-
сти и не представлено анализа полученных форм свободной поверхности. Также не рассмотрена
эффективность применения алгоритма при использовании произвольных неструктурированных
сеток. К тому же в [14] используется поправка типа Рхи–Чоу для нестационарного слагаемого
уравнения сохранения импульса, предложенная в [16], однако в [17] показано, что ее использо-
вание может приводить к искажению формы свободной поверхности.

В [15] представлена эффективная схема вычисления градиента давления в случае наличия сил
гравитации, которая основана на интерполяции значения градиента давления с учетом плотно-
стей среды в смежных ячейках. Данный алгоритм позволяет устранить нефизичные осцилляции
в поле скорости вблизи положения свободной поверхности, однако работоспособность алгорит-
ма продемонстрирована лишь на ортогональных расчетных сетках, линии которой параллельны
направлению силы тяжести.

В настоящей статье формулируется алгоритм построения уравнения для давления, который
основан на методе Рхи–Чоу. Алгоритм строится посредством замены в уравнении давления ин-
терполяции силы гравитации ее прямым дискретным аналогом. Выражения для прямого дис-
кретного аналога формулируются на основе гидростатического приближения, что обеспечивает
корректное поле давления на произвольной неструктурированной сетке. Для обеспечения рав-
новесия силы гравитации и градиента давления в случае покоя среды предложен алгоритм, ос-
нованный на замене градиента давления в уравнении движения его модификацией, содержащей
учет действия гравитационной силы.

Эффективность предложенных решений исследуется на примере численного решения задачи
о равновесии двухфазной среды в поле силы тяжести, имеющей аналитическое решение. Пока-
зано, что предложенные численные схемы, в отличие от существующих, позволяют получить
корректное гидростатическое давление и обеспечить равновесие силы гравитации и градиен-
та давления на неструктурированных расчетных сетках. Точность предсказания форм сво-
бодной поверхности с использованием предложенных численных алгоритмов оценивается
путем решения задачи о колебании жидкости в поле силы гравитации и задачи об обрушении
столба жидкости.
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1. МЕТОД УЧЕТА СИЛЫ ГРАВИТАЦИИ

В методе VOF уравнение неразрывности и уравнение сохранения импульса едины для всех
фаз и решаются для результирующей среды, свойства которой линейным образом зависят от
объемной доли каждой фазы. Общая система уравнений многофазной среды имеет вид (см. [7])

(1.1)

где ρ =  – результирующая плотность среды, μ =  – результирующая вязкость

среды, р – давление, ui – вектор компонент скорости, N – количество фаз в задаче, Fj – объемная
доля фазы j, gi – вектор силы тяжести. В системе (1.1) уравнение движения записано в виде, даю-
щем наилучшие результаты при численном решении задач со свободной поверхностью (см. [18]).

Для решения системы (1.1) используются классические алгоритмы расщепления типа SIMPLE
(см. [9], [11]), PISO (см. [7], [17]), а также полностью неявный алгоритм (см. [19]–[22]), общей
чертой которых является получение уравнения для давления путем подстановки дискретного
аналога уравнения для скорости в уравнение неразрывности. Дискретный аналог уравнения для
вычисления скорости в случае конечно-объемной дискретизации сводится к системе линейных
алгебраических уравнений (СЛАУ) вида (см. [11])

(1.2)

где аPP – диагональный коэффициент уравнения для ячейки Р, аPN – коэффициент при значении
скорости в соседней через грань k ячейки N, суммирование проводится по всем внутренним гра-
ням, VP – объем ячейки Р (фиг. 1).

Правая часть Ri,P включает явную часть дискретизации конвективного, диффузионного и не-
стационарного слагаемых. Из уравнения (1.2) скорость выражают в виде

(1.3)
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Скорость на грани ui, k вычисляется путем интерполяции выражения (1.3) из центров ячеек в
центр грани k с весом λk, за исключением градиента давления, вклад которого заменяется его
прямым дискретным аналогом (см. [7], [14]). Полученное выражение для скорости подставляет-
ся в дискретное уравнение неразрывности (1.1):

(1.4)

где ui, k – скорость на грани k, ni – нормаль грани k, Sk – площадь грани, суммирование прово-
дится по всем граням ячейки Р. Вес λk на практике определяется различными способами, напри-
мер, исходя из геометрических расстояний от центра ячеек до центра грани (см. [10]), значений
диагональных коэффициентов аPP и aPN (см. [12]), либо принимается равным λk = 0.5.

По уравнению (1.4) определяется поле давления в центрах каждой ячейки. В случае нахожде-
ния системы в состоянии равновесия поле давления должно иметь гидростатическое распреде-
ление (см. [11]). Однако по уравнению (1.4) распределение давления будет зависеть от способа
интерполяции вектора Hi на грани расчетных ячеек, в который неявно входит вклад силы грави-
тации ρgi, что может привести к неверному полю гидростатического давления (см. [14]).

В настоящей работе для формулировки алгоритма, позволяющего получать корректное гид-
ростатическое давление в центрах ячеек в случае наличия разрыва в поле плотности, из правой
части Ri, P наряду с градиентом давления также выделяется вклад силы гравитации. В случае яв-
ного выделения в уравнения движения силы тяжести, уравнения (1.2)–(1.4) принимают следую-
щий вид:

(1.5)

(1.6)

где Hi, k = λkHi,P + (1 – λk)Hi, N, Ak = .

В представленной записи уравнения для расчета давления (1.6) присутствует величина силы
тяжести, интерполированная на грань – (ρgi)k. Для определения ее значения, которое позволяет
получать корректное распределение давления, рассмотрим модельную одномерную задачу о по-
коящейся системе, состоящей из двух жидкостей с разными плотностями в поле силы гравита-
ции (фиг. 2).

В состоянии равновесия скорости в системе равны нулю, поэтому уравнение для давления (1.6)
приобретает вид

(1.7)

Уравнение (1.7) показывает, что член  напрямую определяет перепад давления между

центрами ячеек Р и N1, а член  – между центрами ячеек Р и N2. Данные перепады давления
вычисляются аналитически (см. [8]) в предположении постоянства плотности внутри ячеек и со-
ставляют

(1.8)

где  – расстояние от центра ячейки N1 до грани k1,  – расстояние от грани k1 до центра
ячейки Р. С учетом этого уравнение (1.7) приобретает вид

(1.9)

Очевидно, что решение уравнения (1.9) приведет к перепаду давления, соответствующему
гидростатическому решению задачи (1.8).
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В трехмерном случае гидростатический перепад давления между смежными ячейками Р и N
определяется выражением:

(1.10)

С учетом (1.10) уравнение (1.6) можно записать в виде

(1.11)

Уравнение (1.11) позволяет обеспечить расчет корректного поля гидростатического давления
в центрах ячеек при любом способе интерполяции вектора Hi на грани расчетной модели.

2. АЛГОРИТМ РАСЧЕТА ГРАДИЕНТА ДАВЛЕНИЯ

Для обеспечения условия уравновешивания силы гравитации градиентом давления в случае
покоящейся свободной поверхности необходимо также обеспечивать корректный расчет гради-
ента давления вблизи свободной поверхности. В [14] показано, что расчет градиента давления
обычными методами, например  методом Гаусса (см. [10]) либо методом наименьших квадратов,
приводит к неправильному результату из-за существования в месте свободной поверхности из-
лома в поле давления. Для устранения данной проблемы в [15] предлагается использовать метод
Гаусса с модифицированным выражением для интерполяции значения давления на внутренние
грани ячейки Р:

(2.1)
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Фиг. 2. Равновесие системы в поле гравитации.
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(2.2)

где ξ = , α – угол между нормалью грани k и направлением силы гравитации. Такой подход
позволяет правильно оценить градиент давления вблизи свободной поверхности в случае ис-
пользования ортогональной расчетной сетки с линиями сетки, параллельными направлению си-
лы гравитации. Однако, как показано ниже, в случае неструктурированной сетки использование
выражения (2.2) приводит к неудовлетворительному результату.

В настоящей работе предлагается использовать другой метод, который позволяет получать хо-
рошие результаты на любом типе расчетной сетки. Основная идея метода заключается в том, что
для решения уравнения движения не обязательно напрямую вычислять градиент давления, а до-
статочно вычислить выражение, представляющее собой одновременный вклад градиента давле-
ния и силы тяжести. Для вычисления такого выражения введем переменную р*, представляю-
щую собой модифицированное поле давления:

(2.3)

Для вычисления правой части уравнения (1.5) с вновь введенной переменой, запишем инте-
грал выражения (2.3) по объему ячейки Р:

Переход к поверхностному интегралу дает:

(2.4)

где G – первообразная функции ρgi, которую в предположении постоянства плотности внутри
ячеек можно записать как

(2.5)

где ri – радиус-вектор, С – произвольная постоянная. Наличие постоянной С позволяет выбрать
точку отсчета вектора ri произвольным образом, для ячейки Р выберем ее в центре ячейки, тогда

(2.6)

Подстановка (2.5) в (2.4) и конечно-объемная дискретизация (2.6) дает

Второе слагаемое в квадратных скобках последнего выражения представляет собой вклад гид-
ростатического давления, вычисленное относительно центра ячейки Р, в общее давление. В цен-
тре ячейки Р оно обращается в ноль, а в центре соседней ячейки N оно вычисляется в соответ-
ствии с выражением (1.10), используемым для составления уравнения для давления. Используя
для вычисления значений на грани линейную интерполяцию с весом k, получаем

(2.7)

Физический смысл выражения (2.7) сводится к тому, что сила гравитации ρgi вычитает из гра-
диента давления лишь ту часть, которую она привнесла при формировании уравнения для дав-
ления (1.11). Это позволяет всегда обеспечивать равновесие градиента давления и силы гравита-
ции в случае нахождения среды в состоянии покоя.

Ниже представлены результаты расчетов, демонстрирующие эффективность предложенных
численных алгоритмов для вычисления давления и вычисления градиента давления в задачах со
свободной поверхностью.
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3. ЧИСЛЕННЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Представленные ниже численные эксперименты проводились с использованием пакета про-
грамм ЛОГОС. Пакет программ ЛОГОС предназначен для решения сопряженных трехмерных
задач конвективного тепломассопереноса, аэродинамики и гидродинамики на параллельных
ЭВМ (см. [20]–[22]). Пакет программ ЛОГОС успешно прошел верификацию и показал доста-
точно хорошие результаты на серии различных гидродинамических задач, включая расчеты тур-
булентных и нестационарных течений (см. [23]–[26]), а также индустриальных задач (см. [27],
[28]). Ускорение расчетов с помощью высокопараллельных вычислительных систем осуществ-
ляется многосеточными технологиями, детальное описание которых можно найти в [29], [30].

3.1. Равновесие двухфазной среды в поле силы тяжести

Равновесие двухфазной среды в поле силы тяжести – простейшая задача гидростатики, име-
ющая аналитическое решение (см. [8]). Однако ее моделирование методом VOF на неструктури-
рованной сетке может приводить к проблемам, вызванным разрывом плотности на свободной
поверхности. В задаче рассматривается квадратная область со стороной L = 10 м, наполовину за-
полненной водой, которая находится в состоянии покоя, остальная часть сосуда заполнена воз-
духом, обе фазы считаются несжимаемыми.

Для моделирования задачи используется расчетная сетка, составленная из треугольников
(фиг. 3).

Моделирование задачи проводилось в два этапа. На первом этапе проверялась эффектив-
ность численных схем для вычисления давления, на втором – эффективность численных схем
для вычисления градиента давления.

На первом этапе предполагается нулевое значение скоростей и решается уравнение для дав-
ления по предложенной схеме (1.11) (обозначим через Р1) и по обычной схеме (1.4) (Р2). Для схе-
мы Р2 на рассматриваемой расчетной сетке и для рассматриваемых условий задачи различные
способы вычисления λk сводятся к одному значению, которое и использовалось в расчетах:

Уравнения Р1 и Р2 решались итеративным решателем СЛАУ с относительной точностью
δ = 10–6. На фиг. 4 изображены графики давления вдоль центральной вертикальной линии в
сравнении с аналитическим решением.

λ = = =
+ +

0.5.Nk NN
k

Nk Pk PP NN

d a

d d a a

Фиг. 3. Условия задачи, геометрия и расчетная сетка.
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Метод Р1 дает хороший результат, поле давления совпадает с аналитическим решением. Ме-
тод Р2 дает график давления с правильным наклоном в области сильного изменения давления
(первая часть графика), однако абсолютное значение давления имеет отклонение порядка 2 кПа.
Данное отклонение начинается от точки расположения свободной поверхности Y = 5 м и связано
с некорректным вкладом силы тяжести в уравнение для давления, в случае наличия разрыва в по-
ле плотности среды.

Далее, на втором этапе, будем использовать только численную схему, соответствующую мето-
ду Р1, и будем рассматривать эффективность методов вычисления градиента давления. Обозна-
чим их через M1 – метод на основе формулы Гаусса (2.1) с линейной интерполяцией давления на
грань, M2 – метод модифицированной интерполяции давления на грань (2.2) и M3 – метод мо-
дифицированного градиента давления (2.7). Для этого проводится расчет задачи в течение t = 1 с
модельного времени с шагом по времени – Δt = 0.01 с. С аналитическим решением сравнивается
распределение давления, градиента давления и вертикальной скорости вдоль центральной вер-
тикальной линии (фиг. 5).

Распределение давления, как и ранее для схемы Р2, для каждого из методов в целом повторяет
аналитическое решение. Однако для методов M1 и М2 наблюдаются некоторые различия, кото-
рые связаны с наличием ненулевых вертикальных скоростей, возникающих от несбалансиро-
ванности градиента давления и силы гравитации. Данные различия более заметны на графике
градиента давления. Использование метода M1 приводит к возникновению осцилляций гради-
ента давления, что является также результатом несбалансированности градиента давления и си-
лы гравитации. Метод М2 также имеет некоторые различия в градиенте давления в области рас-
положения свободной поверхности, на что указывает наличие ненулевых значений вертикаль-
ной скорости (фиг. 5). Метод М3 за счет процедуры вычисления градиента модифицированного
давления дает решение, совпадающее с аналитическим вплоть до точности решения СЛАУ для
давления.

График вертикальной скорости показывает возникновение возмущений для метода M1 и М2.
Данные возмущения в итоге приводят к возмущению формы свободной поверхности и образо-
ванию на ней “паразитных” волн (фиг. 5г). Амплитуда возмущений скорости и формы свобод-
ной поверхности для метода М2 меньше, чем для метода M1, но они все же присутствуют. Метод
М3 дает максимальную вертикальную скорость порядка 10–7 м/с, что ничтожно мало и объясня-
ется конечной точностью решения СЛАУ для давления. При таких значениях вертикальной ско-
рости искажений формы свободной поверхности не наблюдается.

Таким образом, в случае гидростатического равновесия, метод М3 за счет процедуры вычис-
ления градиента модифицированного давления (2.2) позволяет избавиться от численных осцил-
ляций в поле давления и скорости вблизи свободной поверхности на неструктурированной рас-
четной сетке. Методы M1 и М2 приводят к осцилляциям в поле вертикальной скорости, что со
временем приводит к искажению формы свободной поверхности и появлению на ней “паразит-
ных” волн. Данный эффект наиболее заметен в задачах с неинтенсивным изменением формы
свободной поверхности (распространение волн в стоячей воде и пр.).

Фиг. 4. График давления для схемы Р1 и Р2.
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Далее оценим точность форм свободной поверхности при использовании метода М3 совмест-
но с алгоритмом учета силы гравитации в уравнении для давления Р1 на примере задачи колеба-
ния жидкости в поле силы гравитации и задачи об обрушении столба жидкости.

3.2. Колебание жидкости в поле силы гравитации

В задаче рассматривается колебание изначально возмущенного состояния свободной поверх-
ности невязкой жидкости в поле силы гравитации. Начальное возмущение задается в виде полу-
периода синусоидальной волны

(3.1)

где L = 0.1 м – длина емкости. Данная задача имеет аналитическое решение для периода колеба-
ния жидкости (см. [31]):

Для данной конфигурации период составляет Т = 0.374 с. Также в моменты времени, кратные
периоду Т, форма свободной поверхности должна повторять начальное возмущение (3.1). Моде-
лирование задачи проводилось по схеме Р1 с использованием метода вычисления градиента дав-
ления М3. Расчетная сетка была неструктурированной и составленной из полиэдров, общее ко-
личество ячеек – 30000 (фиг. 6).

Расчет проводился в течение времени t = 10T с шагом по времени Δt = 0.001 с. С аналитиче-
ским решением сравнивается положение свободной поверхности вблизи левого края сосуда
(фиг. 7) и форма свободной поверхности на различные моменты времени (фиг. 8).

= + π + π( ) 0.05 0.005sin( / /2) [м],y x x L

= π = π2 tanh( ), 2 / .T gk kh k L

Фиг. 5. Графики давления (а), градиента давления (б), вертикальной скорости (в) и свободной поверхности (г).

p, Па

V, м/с
Y, м

5.0E+04

3.0E+04

1.0E+04

−1.0E+04

5.0

3.0

1.0

−1.0

−3.0

−5.0

0 2 4 6 8 10
Y, м

0 2 4 6 8 10

X, м

0 2 4 6 8 10

Y, м
2 4 6 8 10

Y, м

dp, Па/м

1.4E+04

9.0E+03

4.0E+03

−1.0E+03

5.5

5.0

4.5

Аналит

М1

М2

М3

Аналит

М1

М2

М3

Аналит

М1

М2

М3

Аналит

М1

М2

М3

(а) (б)

(в) (г)



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 57  № 10  2017

МЕТОД УЧЕТА СИЛ ГРАВИТАЦИИ ПРИ МОДЕЛИРОВАНИИ ТЕЧЕНИЙ 1757

График положения свободной поверхности вблизи левого края сосуда показывает хорошее
совпадение с аналитическим решением, однако наблюдается чередование значений максиму-
мов, что связано с присутствием в колебании жидкости гармоники с периодом 2Т. Такой же ре-
зультат наблюдается и в расчетах на структурированной расчетной сетке, выполненными други-
ми авторами (см. [7]). Вероятнее всего, это связано с использованием для решения уравнения

Фиг. 6. Условия задачи, геометрия и расчетная сетка.
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Фиг. 7. График положения свободной поверхности вблизи левого края сосуда.
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Фиг. 8. Форма свободной поверхности в различные моменты времени.
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переноса объемной доли системы (1.1) численной схемы М-СICSAM (см. [7]), сжимающей
фронт раздела фаз и тем самым привносящей в форму свободной поверхности дополнительные
гармоники.

Форма свободной поверхности на различные моменты времени по форме хорошо согласуется
с аналитическим решением. По амплитуде для момента времени t = 2Т максимальное относи-
тельное отклонение составляет 3%, для t = 4T – 5%, что сравнимо по точности с результатами,
полученными на структурированной расчетной сетке (см. [7], [17]).

Фиг. 9. Начальные условия задачи, геометрия и расчетная сетка.
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Фиг. 10. График изменения высоты столба жидкости (а) и длины дна, покрытого жидкостью (б).
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3.3. Обрушение столба жидкости

В задаче рассматривается обрушение столба предварительно покоящейся жидкости в прямо-
угольном сосуде. Задача имеет экспериментальные данные по форме свободной поверхности в
различные моменты времени, по изменению высоты столба жидкости вблизи левого края сосуда
и длины участка дна, покрытой жидкостью, от времени (см. [7]). Геометрия задачи и положение
жидкости в начальный момент времени показано на фиг. 9. Ширина столба жидкости соответ-
ствовала эксперименту: L = 0.146 м.

Для расчета задачи была построена треугольная расчетная сетка с призматическими погра-
ничными слоями вблизи твердой поверхности. Количество элементов расчетной сетки –37000
(фиг. 9). Расчет проводился в течение t = 1 с модельного времени с шагом по времени Δt = 0.001 с.
Использовался предложенный алгоритм учета силы тяжести в уравнении для давления Р1 сов-
местно с алгоритмом расчета градиента давления М3. На фиг. 10 показаны графики изменения
высоты столба жидкости и длины дна, занятого жидкостью в безразмерных параметрах, в срав-
нении с экспериментальными данными.

Здесь у* = y/2L, х* = x/L, t* = t(2g/L)1/2, где у – высота столба жидкости, х – длина дна сосуда,
покрытого жидкостью. Изменение высоты столба жидкости, полученное в расчете с использова-
нием разработанных алгоритмов, с хорошей точностью повторяют данные эксперимента.
В свою очередь, расчетная скорость распространения жидкости по дну сосуда (фиг. 10б) не-
сколько превышает экспериментальную скорость распространения. На фиг. 11 показана форма
свободной поверхности на два момента времени в сравнении с экспериментальной формой сво-
бодной поверхности, которая была восстановлена по фотографиям эксперимента, представлен-
ным в [7].

Фиг. 11. График формы свободной поверхности при t = 0.2 с (а) и t = 0.4 с (б).
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Расчетная форма свободной поверхности хорошо повторяет форму, полученную в экспери-
менте. На момент времени t = 0.2 с так же, как и на графике распространения жидкости по дну
сосуда, отмечается более быстрое распространение фронта движения жидкости вблизи дна сосу-
да. Такое распространение приводит к некоторому занижению уровня жидкости вблизи левого
края сосуда в момент времени t = 0.4 с. Данный эффект связан, вероятнее всего, с диффузией
объемной доли жидкости вблизи фронта ее распространения у дна сосуда. Он отмечается в рас-
четах и на структурированной сетке (см. [17]), следовательно, не связан с использованием пред-
ложенных алгоритмов. В целом, максимальное отклонение по форме свободной поверхности от
эксперимента не превышает 6%, а среднее отклонение составляет порядка 3%.

Таким образом, рассмотрев данные задачи, можно сделать вывод о том, что предложенные ал-
горитмы позволяют корректно описывать эволюцию формы свободной поверхности под дей-
ствием силы тяжести.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В статье рассмотрена проблема построения численного алгоритма, обеспечивающего кор-
ректный учет силы гравитации и расчета значений градиента давления в случае наличия разры-
вов в плотности среды, который всегда присутствует в задачах со свободной поверхностью. Для
получения корректного поля гидростатического давления предложено использовать алгоритм
выделения вклада силы гравитации при составлении уравнения для давления и его вычисления
с использованием решения задачи о гравитационном равновесии двухфазной среды. Для обес-
печения корректного расчета градиента давления в случае наличия разрывов в поле силы грави-
тации предложено использовать алгоритм, который позволяет получать хорошие результаты на
любом типе расчетной сетки. Основная идея алгоритма заключается в том, чтобы напрямую вы-
числять вклад в уравнение движения градиента давления и силы гравитации.

Эффективность предложенных алгоритмов проверяется на задаче равновесия двухфазной
среды в поле силы тяжести, где показано, что описанный алгоритм построения уравнения для
давления дает корректное поле давления, а алгоритм вычисления градиента обеспечивает отсут-
ствие численных осцилляций в поле вертикальной скорости и, следовательно, отсутствие иска-
жений в форме свободной поверхности. Точность форм свободной поверхности при использо-
вании предложенных алгоритмов продемонстрирована на примере задачи колебания жидкости
в поле силы гравитации и задачи об обрушении столба жидкости, на которых показано, что ис-
пользование предложенных алгоритмов позволяет получать корректную форму свободной по-
верхности при ее эволюции под действием силы гравитации.

Предложенные алгоритмы применимы для численных схем, основанных на использовании
неструктурированных расчетных сеток с коллокированным размещением неизвестных величин
и алгоритмов расщепления, основанных на методах SIMPLE, PISO, а также им подобных. Дан-
ные алгоритмы легко можно обобщить на случай рассмотрения вместо силы гравитации любой
другой неоднородной объемной силы.
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